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Аннотация. Актуальность и цели. В прошлом веке создано порядка 20 статистических критериев про-

верки гипотезы нормального распределения данных и порядка 20 статистических критериев проверки гипоте-
зы равномерности распределения данных. Рассматривается способ синтеза новых статистических критериев 
путем перемножения или деления их выходных состояний. Материалы и методы. Предложено выполнять пе-
ремножение (деление) отклика классического почти ортогонального полинома Лежандра на отклик классиче-
ского статистического критерия Васичека. Результаты и выводы. Показано, что предложенные процедуры 
позволяют два новых сильных статистических критерия объединять с критерием Васичека. В итоге получает-
ся бинарный выходной код с трехкратной избыточностью. Свертывание избыточности кода позволяет снизить 
вероятности появления ошибок первого и второго рода в 5 раз. 
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Abstract. Background. In the last century, about 20 statistical criteria for testing the hypothesis of normal dis-
tribution of data and about 20 statistical criteria for testing the hypothesis of uniform distribution of data were created. 
The article considers a method for synthesizing new statistical criteria by multiplying or dividing their output states. 
Materials and methods. It is proposed to multiply (divide) the response of the classical almost orthogonal Legendre 
polynomial to the response of the classical Vasicek statistical test. Results and conclusions. It is shown that the pro-
posed procedures allow two new strong statistical tests to be combined with the Vasicek test. The result is a binary 
output code with threefold redundancy. Code redundancy folding reduces the probability of occurrence of errors of the 
first and second kind by 5 times. 

Keywords: Vasicek's statistical test, almost orthogonal Legendre polynomial of the second order, artificial neu-
rons equivalent to statistical criteria, synthesis of new statistical tests by multiplying output states of known criteria 

For citation: Ivanov A.I., Bezyaev A.V., Malygin A.Yu., Kupriyanov E.N. Multiplicative union of Legendre polynomials with 
the classical Vasicek statistical test for testing hypotheses of uniformity or normality of small sample data distributions. Nadezhnost' i 
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Введение 

Прошлый век начался со значимого для математической статистики события. В 1900 г. Пир-
соном был создан хи-квадрат критерий. Сегодня хи-квадрат критерий Пирсона является стандарт-
ным1, на ряду с другими классическими статистическими критериями2. В целом математической 
общественностью в XX в. было разработано более 21 критерия для проверки гипотезы нормального 
распределения данных и порядка 24 статистических критериев для проверки гипотезы равномерного 
распределения данных [1]. К сожалению, большинство ранее разработанных статистических крите-
риев были ориентированы на обработку больших выборок в 200 и более примеров. Это существенно 
ограничивает область применения математической статистики. Так, в биометрии, медицине, эконо-
мике часто приходится иметь дело с малым числом примеров, доступных реальным практикам. 
Ждать накопления больших (представительных) статистических выборок нежелательно. Целесооб-
разно работать с теми объемами статистики, которые легко доступны.  

Еще одним важным аспектом является то, что уже сегодня разрабатываются перспективные 
алгоритмы быстрого и устойчивого обучения сетей искусственных нейронов, использующие подбор 
биометрических параметров с тем или иным законом распределения значений. Поясним эту пер-
спективную технологию на примере анализа динамики рукописного почерка в среде моделирования 
«БиоНейроАвтограф» [2]. На рис. 1 приведено реальное распределение математических ожиданий 
416 биометрических параметров, извлекаемых из динамики рукописного слова «Пенза» двухмер-
ным преобразованием Фурье. 

 

 
Рис. 1. Пример распределения значений математических ожиданий  

416 биометрических параметров рукописного слова «Пенза» 
 
Обучение нейронов ведется следующим образом. Если требуется отклик искусственного 

нейрона «0», то на 16 его входов подаются биометрические параметры с близкими математическими 
                                                      
1 Р 50.1.037-2002. Рекомендации по стандартизации. Прикладная статистика. Правила проверки согласия 

опытного распределения с теоретическим. Часть I. Критерии типа χ2. 
2 Р 50.1.037-2002. Прикладная статистика. Правила проверки согласия опытного распределения с теоре-

тическим. Часть II. Непараметрические критерии. 
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ожиданиями. Если требуется состояние «1», то на входы нейрона подаются биометрические пара-
метры с достаточно большим расстоянием между их математическими ожиданиями. Биопараметры 
с близкими математическими ожиданиями всегда дают нормальное распределение входных данных 
нейрона, так как каждый из биопараметров имеет нормальное распределение. Биопараметры с раз-
несенными математическими ожиданиями всегда дают распределение близкое к равномерному. При 
этом один нейрон или группа нейронов должны уметь с высокой достоверностью различать между 
собой данные с нормальным и равномерным распределением.  

Нейросетевое объединение нескольких статистических критериев  
для проверки гипотезы нормального или равномерного распределения данных 

В XXI в. активно развиваются нейросетевые технологии, более того, пришло понимание, что 
любой из известных статистических критериев может быть представлен как некоторый эквивалент-
ный ему искусственный нейрон. На сегодняшний день мы имеем коллекцию из порядка 30 стати-
стических критериев, для которых уже построены эквивалентные им искусственные нейроны [3–5]. 
На данный момент для всех исследованных на сегодня статистических критериев удалось построить 
эквивалентные им искусственные нейроны.  

Более того, формально искусственных нейронов может быть как угодно много. В литературе 
наиболее часто используются нейроны с накоплением данных в линейном пространстве суммирова-
нием. Так же хорошо изучены квадратичные нейроны с накоплением данных суммированием с 
предварительным квадратичным деформированием входного пространства. Любое иное искажение 
пространства входных данных перед суммированием будет давать некоторый искусственный 
нейрон, свойства которого слабо изучены. В этом отношении статистические критерии и эквива-
лентные им нейроны занимают промежуточное положение. Их статистические функционалы доста-
точно хорошо исследованы на больших выборках (при большом числе входов у эквивалентных им 
нейронов). Новизна материала данной статьи состоит в рассмотрении снижения числа входов у эк-
вивалентных искусственных нейронов до 16 под малые выборки в 16 опытов.  

При переходе к искусственным нейронам удается естественным образом объединять или сов-
местно использовать несколько статистических критериев. Достаточно сформировать однослойную 
сеть из эквивалентных статистическим критериям нескольких искусственных нейронов. Структура 
такой однослойной сети параллельно работающих искусственных нейронов отображена на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Параллельная обработка малой выборки в 16 опытов несколькими  

искусственными нейронами эквивалентными хи-квадрат критерию  
и иным известным статистическим критериям проверки той или иной гипотезы 

 
Каждый из созданных в XX в. статистических критериев плохо работает на малых выборках. 

Например, на выборке в 16 опытов хи-квадрат критерий Пирсона дает значение появления вероят-
ности ошибок первого и второго рода на уровне Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,33, что примерно в 10 раз хуже, чем 
требует практика. Очевидно, что, объединив в одну нейросеть 20 эквивалентных статистическим 
критериям нейронов, на выходе такой нейросети мы будем получать выходной код с 20-кратной из-
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быточностью, т.е. мы всегда можем свернуть избыточный код, скорректировав в его разрядах ошиб-
ки [6, 7]. В простейшем случае может быть использован самокорректирующийся код, построенный 
на равноправном голосовании большинства состояний его разрядов. 

Статистический критерий Васичека как один из самых эффективных классических  
критериев проверки гипотезы нормального распределения малых выборок 

Существующие статистические критерии ведут себя по-разному в разных условиях. Для того, 
чтобы их сравнивать между собой, необходимо приводить их к одинаковым условиям. Очевидно, 
что при сравнении должны использоваться выборки одинакового размера. Кроме того, желательно 
выполнить симметризацию задачи по выбору порога принятия решения через выравнивание вероят-
ностей появления ошибок первого и второго рода. Будем рассматривать задачу анализа малых выбо-
рок в 16 опытов для одного из самых мощных классического статистического критерия Васичека [1]. 
Будем рассматривать процесс принятия искусственным нейроном Васичека решения о различении 
малых выборок с альтернативой нормального и равномерного распределения входных данных. Ста-
тистики выходных состояний искусственного нейрона отражены на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Распределение выходных состояний критерия Васичека и эквивалентного  

ему искусственного нейрона для малой выборки в 16 опытов 
 
Из рис. 3 видно, что при значении порога принятия решений нейроном V = 0,94 вероятности 

ошибок первого и второго рода оказываются близки и составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,055, т.е. критерий 
Васичека является одним из самых мощных классических критериев, созданных в прошлом веке для 
проверки гипотезы нормального распределения данных малых выборок в 16 опытов. Мощность 
критерия Васичека оказывается выше хи-квадрат критерия Пирсона в 0,33/0,055 = 6 раз. Программ-
ное обеспечение на языке MathCAD для реализации численного эксперимента моделирования 
критерия Васичека приведено на рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Фрагмент программы, воспроизводящей на языке MathCAD отклики  
нейрона Васичека и оптимизированного полиномиального нейрона Лежандра 
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Моделирование ортогональных и почти ортогональных  
полиномов Лежандра второго порядка 

Следует отметить, что рассмотренная выше ситуация синтеза искусственных нейронов ориен-
тирована на разделение двух типов данных с нормальным и равномерным распределением. Пер-
спективные быстрые алгоритмы обучения больших сетей искусственных нейронов биометрической 
аутентификации сегодня строятся подключением входов их нейронов к нормально распределенным 
данным или к равномерно распределенным биометрическим данным. При этом сколько искусствен-
ных нейронов будет работать параллельно (см. рис. 1), не имеет значения. Главное, чтобы их общее 
решение после свертки избыточности имело заранее заданный уровень достоверности. Технически 
оказалось выгодно увеличивать число параллельно работающих нейронов или эквивалентных им 
статистических критериев. 

В связи с этим нам желательно иметь математические конструкции, изначально оптимизиро-
ванные под обработку нормальных и равномерных данных. Кроме того, из теории нелинейных ди-
намических объектов [8−11] нам известно о возможности ортогонализации вычислительных проце-
дур. В связи с этим имеет смысл попытаться использовать полиномы Лежандра [11], так как они 
ортогональны для случайных данных с равномерным распределением в интервале от –1 до +1. Ранее 
проведенные исследования показали, что снижение размеров выборки биометрических данных раз-
мывает эффект ортогонализации полиномов. В связи с этим в работе [12] выполнена оптимизация 
полинома Лежандра второго порядка, выполненная заменой единичной постоянной составляющей 
полинома на значение 0,2 (см. рис. 3). Такая оптимизация позволяет снизить вероятности появления 
ошибок первого и второго рода на 41 % до значений Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,262. На рис. 5 приведены рас-
пределения выходных состояний почти ортогонального полиномиального нейрона Лежандра второ-
го порядка для малых выборок в 16 опытов.  

 

 
Рис. 5. Выходные состояния искусственного оптимизированного полиномиального 

нейрона Лежандра на малой выборке в 16 опытов 
 
Новый статистический критерий почти ортогонального полинома Лежандра второго порядка 

имеет мощность в 0,33/0,264 = 1,26 выше по сравнению с хи-квадрат критерием Пирсона. Тем не 
менее его прямое использование в нейросетевых корректорах ошибок принятия решений на данный 
момент не целесообразно.  

Мультипликативный синтез новых более мощных статистических  
критериев умножением и делением выходных состояний классического  

критерия Васичека и полиномиального критерия Лежандра 

Одним из вариантов синтеза нового комбинированного критерия является перемножение вы-
ходных состояний критерия Лежандра и критерия Васичека. Статистики выходных состояний ново-
го искусственного нейрона отображены на рис. 3, программное обеспечение численного экспери-
мента для исследования нового критерия отображено на рис. 4. При пороге квантования LeV = 1,77 
близкие вероятности ошибок первого и второго рода составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,092.  
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Вторым вариантом синтеза нового статистического критерия является деление отклика крите-
рия Лежандра на отклик критерия Васичека. Выходные состояния нового искусственного нейрона 
отображены на рис. 6. При пороге квантования Le/V = 2,05 близкие вероятности ошибок первого и 
второго рода составляют Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,262. 

 

 
Рис. 6. Выходные состояния искусственного нейрона, синтезированного умножением  

полинома Лежандра на отклик критерия Васичека на выборке в 16 опытов 
 
Таким образом, в дополнение к достаточно мощному критерию Васичека, мы получили два 

новых дополнительных статистических критериев с мощностью выше, чем у входящего в них ис-
ходного критерия Лежандра (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Выходные состояния искусственного нейрона, синтезированного делением  
полинома Лежандра на отклик критерия Васичека на малой выборке в 16 опытов 

Синтез нейросетевого корректора ошибок с тройной кодовой избыточностью  
для разделения данных малых выборок с нормальным и равномерным распределениями 

Очевидным является то, что простейшие конструкции свертывания кодовой избыточности го-
лосованием разрядов (см. рис. 1) малоэффективны по сравнению с более сложными кодовыми кон-
струкциями [12]. Вопрос состоит только в том, как научиться создавать более сложные кодовые 
конструкции для нейронных сетей, обобщающих группы статистических критериев? При этом вы-
игрыш от перехода к более сложным кодовым конструкциям всегда будет расти с ростом кодовой 
избыточности. 

В рассматриваемом нами случае объединяются всего два критерия: статистический критерий 
Васичека и статистический критерий Лежандра. Построить на двух критериях простейший коррек-
тор нельзя. Однако если мы из двух критериев создадим четыре критерия, то можем взять три самых 
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мощных критерия и построить на них простейший сверточный самокорректирующийся код, устра-
няющий трехкратную избыточность. Структура организации этого кода отображена на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Параллельная обработка данных тремя статистическими критериями  

с синтезом обнаружителя и корректора ошибок с тройной кодовой избыточностью 

Заключение 

Таким образом, мы получаем возможность за счет нелинейных операций перемножения и де-
ления выходных состояний двух статистических критериев создавать достаточно сложную кон-
струкцию, способную эффективно обнаруживать и исправлять ошибочные кодовые состояния.  
Это позволяет снизить вероятность ошибок по сравнению с лучшим одиночным критерием Васиче-
ка РЕЕ ≈ 0,055 до итоговой вероятности РЕЕ ≈ 0,011. Эффект достигается объединением трех стати-
стических критериев. Для рассмотренной самокорректирующейся кодовой конструкции с трехкрат-
ной избыточностью удается достичь пятикратного снижения вероятности появления ошибок. 
Последнее является подтверждением высокой эффективности рассмотренного в статье направления 
по мультипликативному объединению уже известных и новых статистических критериев. 
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